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 «Нестандартные методы решения показательных и логарифмических уравнений»

в 11 классах
Известно, что производство порождает производство. Кто-то задачи придумывает, кто-то их должен научиться решать. «Задача» по-английски «problem» (проблема). Проблема обучения решению задач осложняется тем, что у школьников недостаточно навыков для их решения. Внутри каждого метода есть свои тонкости, нюансы, «подводные рифы». Учащийся, натасканный лишь по методам решения, как правило, попадает в ловушки.

Поэтому, при изучении тем, необходима целенаправленная работа по  выявлению узких мест, изучению нестандартных способов решения уравнений и неравенств, т.е. «во всем дойти до самой сути». И здесь без теории не обойтись. От того, насколько учащийся разбирается во всех тонкостях того или иного математического понятия, зависит его успех. Цели урока:

1. Рассмотреть способы решения нестандартных уравнений. Провести классификацию уравнений по виду и  по методу решения.

2. Продолжить работу по обучению поиску решения задачи, особое внимание обратить на анализ задачи, переформулировку задачи и прогнозирование.

3. Формирование познавательного интереса к учебной деятельности, индукции, инициативы, творчества и изобретательства.

Оборудование:

· таблицы-схемы (Таблица 2,3);                                                                               [4]

· схема поиска решения нестандартной задачи (Схема 2);                                    [5]        

· дидактический материал и методические конверты учащихся.                     [6],[7]
К уроку учащиеся готовят методические конверты. Им дано задание: подобрать показательные и логарифмические уравнения, решаемые нестандартными способами, методами и решить их.

Изучены методы: оценка левой и правой частей; монотонность функций; введение переменной; введение обратных функций; решение неравенств; доказательство неравенств методом математической индукции.

Урок делится на несколько этапов:

I – повторить основные методы трансцендентных уравнений, неравенств: потенцирование, логарифмирование, замена переменной (сведение к алгебраическому), разложение на множители.

II – повторить теорию, применяемую при решении уравнений нестандартными способами.

III –повторить и рассмотреть схему поиска решения задачи:

а) таблицы №2 и №3 лежат на каждом столе;

б) схема №2 поиска решения нестандартной задачи вывешена на доске.

IV – рассмотреть уравнения:
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 – решается оценкой левой и правой части;
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 – решаются условием монотонности функции;

3) 
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 – замена переменной;
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 - обратные функции;

5) доказать, что
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, если а>1, m>0, n>0 – неравенство Коши;

6) доказать, что при любых 
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 - метод математической индукции.

Эти задания учащиеся готовят вместе с учителем и представляют их классу в процессе урока. При этом особое внимание обращается на анализ задачи, на то, что традиционные методы громоздки при решении данных уравнений и неравенств. По каждому методу учащиеся получают практические рекомендации, обосновывают разумность своего предложения и в общих чертах указывают, к чему оно приведет. (Хороший шахматист не просто делает один ход, а предвидит на несколько ходов вперед, к чему этот ход приведет, т.е. прогнозируется дальнейшее направление дальнейшего развития партии).

Процесс решения всех уравнений состоял в том, чтобы:

1. Свести данное уравнение к  другому ( другим ) ему  эквивалентным, но уже известным.

2. Разбиение нестандартного уравнения на части, на несколько стандартных подзадач.

В зависимости от характера задачи мы  используем  либо  одну операцию, либо  обе многократно. Анализируя  задачи мы составляем план (перечень всех действий и операций).

Если при анализе задачи мы  обнаруживаем, что она решается трудно стандартным  способом необходимо попытаться найти такой способ, который нам известен и менее трудоемок (разбиение задачи на части):

-находя  область  определения  и  значений  замечаем, что;

-поведение  функций  стоящих  в  левой и правой  частях  имеют  различную  монотонность  или  сводятся  преобразованием к  известному  уравнению;

-введение новой переменной дает уравнение алгебраическое, которое решается традиционным методом;

-замечаем, что предложенные функции взаимно обратные.

Учащиеся получают рекомендации:

1. Если в задаче имеются или можно образовать такие части, которые составляют  легко решаемые самостоятельные задачи, то эти части необходимо выделить в виде подзадач, их решить, после чего преобразовать исходную задачу, имея в виду полученные  результаты подзадачи после такого преобразования исходная задача становится проще.

2. Обычно  условия  задачи  даются  для  того, чтобы  на  их основе  удовлетворять требованиям задачи, поэтому  надо следить, чтобы полностью использовать каждое из данных условий.

3. Идея решения задачи возникает в процессе  глубокого  анализа  и  сопоставления ее с ранее решенными  задачами. Поэтому  не жалейте  сил  и  времени  на  анализ  задачи, ищите  для  данной задачи ей  подобные, уже решенные, используйте эти аналоги как возможные идеи, решения.

Учащиеся получают домашнее задание: (контрольная работа).

Решить уравнение:

1.
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(оценка левой и правой части).
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 (подстановка)
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(неравенство  Коши).

В №№ 1-4  метод  решения не  указан, поэтому учащиеся  должны обосновать выбор  метода  для  решения  указанных  заданий, показать их  рациональность (обязательная  часть), а в №№5,6  - способ  решения  указывается. Это  дополнительные  задания.

В процессе урока учащиеся класса сравнивали свои решения с эталонными, исправляли, дополняли выступающих, сопоставляли результаты своей работы с работами товарищей  по  классу, повторяли теорию, учились поиску методов решения задач, через  поиск, учились анализу.

Учащиеся  совершенствовали  технику  решения  уравнений  и  неравенств. Решения нестандартных  уравнений  способствует  более  глубокому  постижению  теории, в  процессе  общих указаний - рекомендаций, которыми следует руководствоваться при решении нестандартных уравнений. Все они окажут неоценимую помощь при подготовке к сдаче экзаменов в школе и в вузы.

Уравнения, предложенные к рассмотрению на уроке. 
1.  
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 - решить традиционным способом.

Решение
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уже на этом этапе понятно, что решение будет очень громоздко. Возникла проблема -  решать это уравнение дальше или искать другой способ решения?

- т.к. логарифмируемые выражения для всех х больше 1, то каждый логарифм – положительное или равное 0 число.

- чтобы сумма была равна 0, необходимо складывать нули или числа противоположные, поэтому каждый логарифм может принимать только значение равное нулю, т.е.:
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]0
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использовался способ оценки левой и правой частей.

2. а)   
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Решение
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левая часть уравнения – функция монотонно убывающая, а правая – постоянная, следовательно, уравнение имеет единственный корень х=1 (легко подбирается).

2. б)   
[image: image21.wmf]x

x

x

2

)

3

2

(

)

3

2

(

=

-

+

+


Решение 

Если уравнение имеет вид 
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, где a>0, b>0, a≠1, b≠1, то его можно преобразовать к виду:
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и применить условие монотонности функции:
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т.к. левая часть монотонная функция, то уравнение имеет не более одного корня, следовательно, х=2
3. 
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Решение:

Сделаем замену 
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т.к. любая часть уравнения – функция монотонно убывающая, то y = 2 единственный корень уравнения, следовательно, 
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4. 
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Решение:

пусть 
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t

3

x

=

t>0, уравнение примет вид:
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функция в левой части – возрастающая, и, если выразить t через y: 
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полученные уравнения можно записать в виде f(t) = g(t), где g – функция, обратная f.

Графики возрастающей функции и ее обратной могут пересекаться только на биссектрисе первого и третьего квадрантов, так что f(t)=g(t), f(t)=t, t3 – 6=7t, t3 – 6-7t=0
(t-3)(t2 + 3t +2)=0 => t1=3; t2=-2; t3=-1

т.к. t>0, то 3х=3=>х=1

5. 
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Доказательство:

Известно, что 
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прологарифмируем обе части неравенства (1) по основанию а.  Т.к. а>1, то знак неравенства сохраняется, тогда:
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6. 
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Доказательство:

1. при n=3 неравенство очевидно (8>7)

2. предположим, что при n=k оно имеет место, т.е.
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Действительно, учитывая, что при n=k+1 исходное неравенство имеет место, т.е. 
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Откуда k>1/2,  таким образом, исходное неравенство справедливо для всех натуральных 
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	Общая схема
	Дополнительные указания

	Пусть требуется доказать некоторое утверждение А. Предполагаем, что оно верно и пытаемся получить из него верное следствие. При этом возможно несколько случаев.
	1. Уменьшить число параметров.

2. Упростить выражения.

3. Использовать все данные задачи.



	1. Получено неверное следствие. Значит, предположение о справедливости А ошибочно. Решение задачи на этом закончено.
	Можно, изменив условие, сформулировать и доказать соответствующее верное утверждение, т.е. решить другую задачу.

	2. Получено верное следствие. В этом случае следует обязательно проверить обратимость рассуждений:

а) Если все рассуждения обратимы, то А верно.
	Такая проверка обязательна, так как из неверного утверждения (например, а=–а, а
[image: image47.wmf]¹

0) тоже можно получить верное следствие (а2=(–а)2).

	б) Если среди рассуждений есть необратимые, то приходится применять другие методы поиска решения задачи.

3. Если верное следствие получить не удается, то также приходится перейти к другим методам.
	Примеры необратимых рассуждений: 
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Таблица 2 Анализ рассуждений

  Таблица 3 Поиск решения задачи

	Указания
	Дополнительные указания

	1.Ознакомиться с задачей


	а) Выполнить чертеж, рисунок.

б) Выделить данные и искомое.

в) Проанализировать данные, выявить связи между ними и все возможные расположения фигур.

	Поиск решения
	

	2. Попеременно двигаясь от искомых к данным и от данных к искомым, искать связь между ними.
	а) Искомое заменить такими утверждениями, из которых оно следует.

б) Получать следствия из данных.

в) Использовать все данные.

	3.Воспользоваться индуктивным методом


	а) Рассмотреть частные случаи.

б) Выполнить с помощью инструментов более точный чертеж. Наблюдением выявить свойства фигур.

в) Сделать модель рассмотреть её.

Обосновать полученные выводы.

	4. Переформулировать задачу


	а) Изменить условие задачи (временно учитывать только часть данных, заменить искомое и т.д.).

б) Решить задачу в частном случае.

в) Решить задачу, для которой данная является частным случаем.

	5. Применить аналогию
	а) Вспомнить задачу, аналогичную данной. Воспользоваться способом её решения.

	6. Применить исходящий анализ
	а) См. дополнительные указания в таблице 2.

	Решение
	

	7. Изложить решение, обосновывая каждый его шаг. 

Подвести итог решения
	а) Попытаться сократить рассуждения или найти другой, более простой способ решения.

б) Сделать проверку.

в) Запомнить те использованные при решении теоремы, которые были ранее неизвестны или забыты.


Схема 2 
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Практическая работа по алгебре, составленная учеником 11 А класса, к уроку-семинару по теме: «Нестандартные методы решения показательных и логарифмических уравнений»
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Решения:

1. 
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Разделим обе части уравнения на: 
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Ответ. х = 100.

2. 
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уравнение имеет 1 корень, y=2, log3x=2, х=9
Ответ: х = 9.
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  (обратные функции)
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  (оценка частей неравенства): 

ОДЗ:
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Т.к. неравенство выполняется при любых значениях х, => ОДЗ: х – любое число
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Т.к. основание логарифма больше 1, неравенство равносильно неравенству:
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Ответ: (-3; -1).

2.2 Тематическая проверочная работа в 11А классе по теме «Логарифмическая и показательная функция. Логарифмические и показательные уравнения и неравенства».

1. Решить уравнение и неравенство:
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2. Дана функция: 
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Решить уравнения:

а) 
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в) Решить неравенство: 
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3. Решить неравенство:  
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4. Выяснить, при каких значениях параметра а уравнение 
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 имеет единственное решение.

Контрольная работа дана для проверки усвоения материала по рассматриваемой теме, рассчитана на 2 урока, и составлена с избытком, поэтому оценку «отлично» можно поставить даже в случае не выполнения каких-то заданий.

Обязательный блок заданий 1; 2(а); выбор из 2 (б;в); 3; 4. Т.к. работа предлагалась в физико-математическом классе, то, для получения оценки «3» - четыре задания (обязательный блок + 1 задание на выбор); оценки «4» - пять заданий; оценки «5» - шесть заданий (всего в контрольной работе семь заданий)

Показатели знаний и умений, которыми должны владеть учащиеся, согласно программным требованиям:

1. Основные свойства степеней и логарифмов, показательной и логарифмической функций.

2. Знание методов решения показательных и логарифмических уравнений и неравенств (стандартные):

а) потенцирование;

б) разложение на множители;

в) метод интервалов.

3. Применение нестандартного метода решения в уравнении 2(б), с применением метода «монотонности функции» (умение его увидеть, применить и обосновать применение).

4. Умение анализировать решение уравнений с параметром, делать выводы и учитывать все возникающие ситуации.

Для успешного решения показательных и логарифмических уравнений и неравенств необходимо уверенное владение формулами, свойствами функций. Необходимо помнить об ограничениях по области определения, следить за равносильными преобразованиями.

1. Задания обязательного блока ( 1; 2(а)) решили все, т.е. 100%, учащиеся.

2. К заданию 2(б) приступили 16 человек, 4 ученика не смогли обосновать выбор метода решения уравнения. Правильно решили задание 75%.

3. В задании 2(в) и 3 - учащиеся применяли метод интервалов в решении неравенств. Правильно его применили: в задании 2(в) – 76%, в задании 3 – 90%.

4. К заданию 4 приступили 15 человек, но провести полный анализ решения уравнения, сделать отбор значений параметра смогли 10 человек – 66%.

Всего писали работу 20 учеников 11А класса, результат представлен в Таблице 4.

Таблица 4

Результаты проверочной работы
	оценка
	«5»
	«4»
	«3»
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2.3 Специально подобранные уравнения, решаемые нестандартными способами.

Задания, решаемые с помощью оценки левой и правой части
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Задания, решаемые с помощью монотонности функций:
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Уравнения представленные на Олимпиадах
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ЗАДАЧА





АНАЛИЗ ЗАДАЧИ И ПОСТРОЕНИЕ ЕЁ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ МОДЕЛИ





РАЗБИТЬ НА ПОДЗАДАЧИ И КАЖДУЮ ИЗ НИХ РЕШИТЬ





МОЖНО ЛИ ВЫЧЛЕНИТЬ ИЗ УСЛОВИЯ БОЛЕЕ ПРОСТЫЕ ЗАДАЧИ ИЛИ РАЗБИТЬ УСЛОВИЕ НА ПОДЗАДАЧИ?
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ДА


?


МОЖНО ЛИ (НУЖНО ЛИ) ПРЕОБРАЗОВАТЬ ЗАДАЧУ ПУТЕМ ВВЕДЕНИЯ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ (ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ПОСТРОЕНИЙ)?
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ПРЕОБРАЗОВАТЬ (ПОСТРОИТЬ МОДЕЛЬ) И РЕШИТЬ





ПЕРЕФОРМУЛИРОВАТЬ (ПОСТРОИТЬ МОДЕЛЬ) И РЕШИТЬ





НАДО ИСКАТЬ ОСОБЫЙ ПРИЕМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ





МОЖНО ЛИ ПЕРЕФОРМУЛИРОВАТЬ ЗАДАЧУ В ДРУГУЮ, БОЛЕЕ ЗНАКОМУЮ?
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